1.6  Dalsze przykłady. Procenty
Pod wpływem konkurencji Bank „4U” (który niedawno otworzył siedzibę wśród pięciu innych banków na Placu W) chce zaoferować swoim klientom taki procent, aby niektórzy z nich po pięciu latach mogli podwoić swój kapitał.  Jaki procent musi im zaoferować rocznie?

Wiemy już, że kalkulator przy powtarzanym naciskaniu na znak  =  przy mnożeniu powtarza mnożenie przez pierwszy czynnik. Zatem roczną skalę wzrostu (roczny współczynnik wzrostu) będziemy zapisywać na pierwszym miejscu. 
Ten współczynnik przyjmiemy na próbę równy  1.1  (Na początek skala wzrostu będzie równa 1.1). To oznacza, innymi słowy, wzrost o 10 procent. Ale przy obliczeniach procentowych model addytywny nie jest dobry. Lepszy jest model multiplikatywny. Zamiast np. dodawać jeden procent, tj. zamiast  +1%  będziemy raczej mnożyć przez współczynnik zmiany. Przyrost o 1%, to jest zmiana o współczynniku 1.01 . (Można też mówić "zmiana w skali 1.01". Zmiana w skali 1.01 to jest zwiększenie o jeden procent. Zmiana w skali 0.99, to jest zmniejszenie o 1%)
Próbujemy:


1.10 × 100  =   
<próbujemy dać  10% rocznie, przykładowy kapitał 100  PLN >
110


=
121


=
133.1


=
146.41


=
161.051      < za mało, po pięciu latach osiągaliby tylko około 160 PLN >
Powiększymy skalę oprocentowania rocznego do 1.15


1.15 × 100 =     
<próbujemy dać 15% rocznie > 
115


< tyle po roku >

=
132.25


< tyle po dwóch latach >

=
152.0875

< tyle po trzech >

=
174.90062

< tyle po pięciu >

=
201.13571    

< tyle po sześciu, lekko przekracza 200 PLN,  to o rok za długo  >
No to spróbujmy dać troszkę więcej, 16%, czyli powiększenie kapitału w skali 1.16 rocznie.


1.16 x 100 = 

116

=

134.56


=

156.0896


=

181.06393


=

210.03415

< to trochę za dużo, nie trzeba przesadzać >

Spróbujmy dać  15.5% rocznie, czyli powiększenie kapitału tylko o  0.05 "punktu procentowego" więcej, to znaczy rocznie w skali 1.155.  Znów używamy wyrażenia idiomatycznego  "punkt procentowy". Możesz domyślić się co to znaczy. Ten 'gazetowy' idiom nie jest szkodliwy, chociaż niewiele wyjaśnia.

1.155 × 100 =

115.5


=

133.4025


=

154.07988


=

177.96226


=

205.54641

< trochę za dużo, ale niech im będzie! >

Dajemy 15.5 % rocznie. Zobaczymy ilu klientów się skusi.

Hej, znalazł się klient, który chce żeby mu odsetki dopisywać co pół roku. Główny menadżer się zastanawia, jakie tego będą konsekwencje.  Po pół roku należy mu się przecież nie 15.5%  "punktu procentowego" więcej, ale  połowa tego tj. 7.75%. No to spóbujemy.
Policzymy, co będzie z tego miał:


1.0755 × 100 =
107.55


=

115.67002  


< po pierwszym roku >

=

124.4031


=

133.79553


< po drugim roku >

=

143.89709


=

154.76132


< po trzecim roku >

=

166.44579


=

179.01244


< po czwartym roku >


=

192.52787


=

207.06372


< po piątym roku >
A ile to by było gdyby klient chciał dopisywać odsetki co kwartał?

Po kwartale to by było 3.775% . Spróbujmy


1.03775 × 100 =

103.775


< po pierwszym kwartale, ale ...  >


= = = 


115.97675


< po pierwszym roku >

= = = =

134.50605


< po drugim roku >

= = = =

155.99574


< po trzecim roku >

= = = =

180.91878


< po czwartym roku >

= = = =

209.82372


< po piątym roku >

Nasz klient to spryciarz, chce nas robić w konia!
A gdyby chciał je dopisywać co miesiąc?

A gdyby tak dopisywać te odsetki do kapitału co tydzień? 
Spróbujcie zrobić odpowiednie obliczenia sami. 
Radzę wziąć lepszy kalkulator taki, który ma potęgowanie i odpowiedzieć na pytanie, co by było gdyby odsetki do jednej złotówki dopisywać codziennie... W roku jest 365 dni, a więc…
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 × 100= 2.714567482 × 100   
< to by było, gdyby dpoisywać codziennie przez rok >



< co godzina to by było 24x365 = 8760  razy, no to weźmy   10 000 godzin >
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 × 100= 2.718145927   
<widać, żeczęściej niż codziennie, to nie warto...)

Ale spróbujmy…      może…   co sekundę? a może jeszcze częściej? 

… 
Odkryliśmy jakieś bardzo interesujące miejsce na osi liczbowej, które się znajduje najwyraźniej pomiędzy liczbami 2,71 i 2.72. W tym miejscu znajduje się liczba, którą matematycy nazywają liczbą Eulera lub po prostu liczbą e.
(W latach sześćdziesiątych ubiegłego wieku po wykręceniu numeru telefonu 2 71 82 w mieście Aarhus w Danii odzywał się  instytut matematyczny)
Zadanie

Można udowodnić, że ta tajemnicza liczba  e  daje się wyrazić jako suma nieskończona
e = 2 + 
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Te trzy kropki oznaczają "i tak dalej" i trzeba się domyślić, jakie będą następne wyrazy tej sumy. Spróbuj obliczyć do granic możliwości Twojego kalkulatora, gdzie na osi liczbowej jest ta liczba  e . 

Poszukaj w internecie więcej informacji o liczbie e.

1.7 Złota proporcja, złota liczba, przekształcenia zbliżające
Niektóre kalkulatory z zapisem wykładniczym (naukowe) mają bardzo wygodny w użyciu sposób  wstawiania liczby w miejsce litery, np:


12(A

12


A+A=

24


A×A=

144

To daje bardzo istotne rozszerzenie i uprecyzyjnienie zwykłego języka algebry szkolnej.  Dotychczas w tym znaczeniu "podstawiania" zawsze używany był znak równości  =  .  Wspomnieliśmy, w innym miejscu, że znak równości w znaczeniu "proszę o wynik" ma znaczenie idiomatyczne. To jest matematyczny idiom, to nie jest błąd. 

Ten znak w wielu miejscach, w matematycznych tekstach występował w różnych znaczeniach, co powodowało wyraźne trudności przy dialogu z kalkulatorem. Ale również wtedy, gdy ktoś w trakcie nauki algebry spotkał się z tymi idiomami po raz pierwszy. 
Na przykład, wyrażenie  "x = 7" oznacza, że od tej pory, aż do odwołania litera  x  oznacza liczbę 7. Litera x  jest po prostu od tej pory inną nazwą liczby 7. Oczywiście "x = 7"  jest to idiom, bo dosłownie biorąc litera nigdy nie jest liczbą, a mówiąc w stylu matematycznym zmienna nie jest stałą. 
Mówimy też wtedy, że "wstawiliśmy liczbę 7 w miejsce litery x ", lub "podstawiliśmy liczbę 7 w miejsce  x . 

Człowiek bardzo dobrze i prawie nieświadomie rozumie takie idiomy, nie trzeba za dużo tłumaczyć.  Ale kalkulator to nie człowiek. Nic nie zrozumie, jeżeli mu dosłownie nie wpisać   w jego języku.

Najtańszym kalkulatorem, który daje te możliwości "podstawiania liczby w miejsce litery" jest chiński kalkulator Apollo. Są też inne, ale nam wystarczy ten najtańszy. Będziemy najchętniej posługiwali się tym najtańszym kalkulatorem, aby nie narażać uczniów na wydatki. Ale są oczywiście inne staranniej wykonane kalkulatory tej klasy.
Algebra poszerzona o symbol  ( , jak na chińskim kalkulatorze Apollo (i innych naukowych, staranniej wykonanych, np. Casio lub  TI), daje lepsze możliwości modelowania.

Zobaczymy jak to działa.
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Na tym obrazku jest szkicowo narysowany pięciokąt foremny.  Do tej opowieści możemy użyć dowolnego kalkulatora, byle miał ten symbol podstawiania liczby w miejsce litery, zwykle oznaczany strzałką. Przyjmując oznaczenia tak, jak na rysunku, widzimy, że pięciokąt można rozłożyć na trzy „złote trójkąty”. Dwa z nich są rozwartokątne, a ten w środku jest ostrokątny.  Jego kąty mają odpowiednio  36, 72 i 72 stopnie. Te rozwartokątne mają kąty odpowiednio 36, 36 i 108 stopni.  Te trójkąty są równoramienne.  Ten ostrokątny trójkąt podzielimy na dwa trójkąty, jeden rozwartokątny, a drugi ostrokątny podobny do większego ostrokątnego.  
Te trójkąty występują przy rozkładzie pięciokąta foremnego na trzy trójkąty, jak również przy podziale okrągłego tortu na dziesięć równych porcji, tj. przy podziale dziesięciokątna foremnego na złote trójkąty.

Przyjmując, że bok pięciokąta jest równy 1,  widzimy na rysunku, że ramiona dużego ostrokątnego trójkąta mają długość  1+x.  Wynika stąd proporcja
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 ,     czyli  (x+1)-1 = x 
Na początek w miejsce litery x  wstawimy jakąkolwiek  liczbę  np.  7,  używając na kalkulatorze wspomnianej strzałki,   7 ( x,  a następnie  dokonamy podstawienia (x+1)-1( x  i będziemy powtarzać tę operację 

(x+1)-1 (  x  =

=

=


=

…
to w oknie kalkulatora dostaniemy kolejno
0.125
0.529411764
0.653846153
0.604651162
0.623188405
0.616071428
0.61878453
0.61774744
0.618143459

Może my przypuszczać, że to jest pierwszych dziesięć przybliżeń pewnego miejsca na osi liczbowej, tj. pewnej liczby. Wydaje się, że pierwsze trzy miejsca ustabilizowały się: 0.618 . Zobacz na swoim kalkulatorze, co będzie w dalszym ciągu.…

Na moim kalkulatorze, po wykonaniu dalszych 15 takich operacji, czyli w sumie po 25 takich iteracjach wynik się stabilizuje:
0.618033988  
0.618033988  
0.618033988  

…
0.618033988  

Spróbuj wstawić na początku jakąś inną liczbę w miejsce  x.  Może to być liczba ujemna.

Po pewnej liczbie iteracji zawsze wyniki się ustabilizują, i zawsze na tej samej.  Co to jest za liczba, na której zatrzymały się te wyniki? To musi być jakieś ważne miejsce na osi liczbowej…
Podejrzewamy, że ta liczba jest bliska do rozwiązania równania  x(x+1) = 1,   x2 + x – 1 = 0 . 
Z rysunku widać, że to równanie opisuje proporcję, gdzie całość, czyli x+1 do części większej  czyli  na rysunku do 1,  ma się tak, jak część większa, czyli 1 do części mniejszej, czyli do  x.

Ta proporcja nazywa się złotą proporcją, a odpowiednia liczba, która ją opisuje nazywa się liczbą złotą.  Poszukaj więcej informacji o liczbie złotej w internecie (golden number). 
Zauważmy, ze znaleźliśmy pierwiastek równania kwadratowego z dużą dokładnościa nie odwołując się do wzorów z deltą. Wykorzystaliśmy jednak to, że przekształcenie 

 (x+1)-1 (  x'  

zbliża punkty na osi liczbowej. Jedno z twierdzeń Banacha o punkcie stałym stwierdza, że jeżeli przekształcenie zbliża punkty na osi liczbowej, np. zmniejsza ich odległość do połowy, to ma punkt stały, to znaczy taki, że to przekształcenie go nie zmienia, w takim punkcie X0  jest  (X0+1)-1 =  X0   
Użyliśmy lepszego kalkulatora niż zwykły 4d. Ale to samo obliczenie możemy wykonać na kalkulatorze 4d.  Na takim kalkulatorze mamy operację brania odwrotności, możemy więc na początku wybrać dowolna liczbę jako start i kolejno
dodać 1

brać odrotność

dodać 1

brak odwrotność

dodać 1

brać odrotność

dodać 1

brać odwrotność...
aż wynik się ustabilizuje. 

To jest właśnie to miejsce w pobliżu którego znajduje się poszukiwana liczba złota, opisująca złotą proporcję.
Spróbujcie to wykonać na zwykłym kalkulatorze 4d. Każdy uczeń w klasie może startować z innego punktu na osi liczbowej.  Tu przedstawiamy obliczenia na zwykłym kalkulatorze 4d, startując z miejca 3 na osi liczbowej.
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Zadanie 1 
Spróbuj co będzie, jeżeli użyjesz podstawienia   1+0.5 x  ( x, przy dowolnej początkowej wartości  x .  
Zadanie 2  
Spróbuj co będzie, jeżeli użyjesz podstawienia   (2+x)-1 (  x, przy dowolnej początkowej wartości  x .

Gdy weźmiesz dowolne dwie liczby, jakieś    x’   i   x’’ , to wszystkie te trzy przekształcenia 
(x+1)-1 (  x  

1+0.5 x  ( x

(2+x)-1 (  x

przeprowadzją te liczby w liczby, które leżą bliżej siebie na osi liczbowej. Po pewnej liczbie wykonanych iteracji, te liczby są już bardzo blisko siebie, zbliżają się do siebie, gdyby kalkulator pozwolił, dowolnie blisko.  
Wydaje się, że w każdym z tych trzech przypadków zbliżają się do pewnego punktu, który przy tych przekształceniach przechodzi sam na siebie, jest punktem stałym dla przekształcenia. A to znaczy, że jest rozwiązaniem odpowiedniego równania:    
x2 + x – 1 = 0 
lub   1 + 0,5 x = x  .
lub    x2 + x – 2 = 0    

1.8 Potęga o wykładniku rzeczywistym 
na prostym kalkulatorze 4d

Jest bardzo ładny sposób obliczenia potęgi o dowolnym wykładniku rzeczywistym. 
Dla przykładu obliczymy
[image: image10.wmf]3
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 . To się przydaje np. aby obliczyć jak trzeba zwiększyć krawędź sześcianu, tak aby w wyniku dostać sześcian o objętości dwa razy większej.

Tym razem skorzystamy z możliwości wyrażenia wartości ułamka  
[image: image11.wmf]3
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 w układzie dwójkowym.

Jest  
[image: image12.wmf]3
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 = 0. 010101010101…
<cyfry w systemie dwójkowym będziemy zapisywać tłustym drukiem>
Z drugiej strony  ma kalkulatorze 4dz mamy możliwość obliczenia pierwiastka drugiego stopnia, czyli podniesienia do potęgi  0.5  a w układzie dwójkowym  0.5 to jest  0.1  czyli
0.5 = 0.1  

To już narzuca nam pewien pomysł.

Trzeba obliczać kolejne pierwiastki na kalkulatorze i zachowywać tylko „co drugi”  i dodawać do wykładnika, to znaczy mnożyć cały wynik z podstawą i wykładnikiem razem.

Ale jak to konkretnie wykonać?  
Można tak:

Najpierw na nieco lepszym kalkulatorze sprawdzimy ile to jest 
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.   Jest tak:
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 =

1.25992105      <to jest bardzo ważna liczba, wskazuje proporcję podwojenia objętości 



sześcianu. Aby objętość sześcianu dwukrotnie zwiększyć, trzeba 




krawędź sześcianu zwiększyć 
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 razy>
Jednak na kalkulatorze 4d musimy trochę popracować dłużej:


2 
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Tu widać już widać daleko idącą zgodność z wartością obliczoną wprost  1.25992105 .
Mamy więc metodę ogólną. Trzeba znaleźć rozwinięcie dwójkowe liczby rzeczywistej, która ma być wykładnikiem potęgi. Obliczać kolejne pierwiastki podstawy i patrzeć na rozwiniecie dwójkowe wykładnika. Kolejno obliczamy pierwiastki i patrzymy na kolejne cyfry rozwinięcia dwójkowego wykładnika. Gdy w rozwinięciu dwójkowym mamy cyfrę zero obliczamy następny pierwiastek kwadratowy, a gdy mamy w rozwinięciu dwójkowym cyfrę jeden, to mnożymy ten następny przez pamięć. Mnożymy przez pamięć, wyciągając liczbę z pamięci i wyzerowując pamięć, a następnie dodajemy wynik do pamięci. I tak dalej aż do granic możliwości kalkulatora. Wyzerowanie pamięci następuje po dwukrotnym naciśnięciu klawisza MRC.
1.9 Jak obliczyć na prostym 4d kalkulatorze pierwiastek 7 stopnia z 2


ON/C

0


2×7=


<zamiast tej siódemki możemy wziąć jakąkolwiek inną liczbę, byle nie zero>
14
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1.1040866


 =

2.2081732
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1.1040891

 
=

2.2081782
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1.1040894

 
=

2.2081788
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1.1040894

 
=

2.2081788
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1.1040894 


<widać, że wynik już się stabilizuje i tak będzie dalej >

M+


<zapamiętajmy ten wynik w pamięci>
M   1.1040894


<pomnożymy tę liczbę 6 razy "przez siebie" >

×MRC

1.21190134


<druga potęga >

=

1.3458997


<trecia potęga >


=

1.4859935


<c zwarta potęga >


=

1.6406696


<piąta potęga >


=

1.8114459


<szósta potęga >


=

1.9999982


< siódma,  zgadza się, to jest bliskie liczby 2 >

=

2.2081768

< ale podniesienie do 8 potęgi, to już dużo za dużo> 

W podobny sposób można obliczyć na zwykłym kalkulatorze pierwiastek 3 stopnia z dowolnej liczby. Sprawdzimy tę procedurę na liczbie 8. Pierwiastek trzeciego stopnia z ośmiu jest równy liczbie 2.  Postąpimy podobnie jak przed chwilą, ale będziemy uderzać w klawisz  
[image: image84.wmf] nie trzy, ale dwa razy, a wystartujemy z punktu, np. 5 na osi liczbowej.


8×5  =
[image: image85.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image86.wmf]=

20.118934
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 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]=

16.943035
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 EMBED Equation.3  [image: image90.wmf]=

16.23072
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 EMBED Equation.3  [image: image92.wmf]=

16.05737
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 EMBED Equation.3  [image: image94.wmf]
2.0017903


=
[image: image95.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image96.wmf]
2.0004473


=
[image: image97.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image98.wmf]
2.0001117


=
[image: image99.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image100.wmf]
2.0000278

<zbliżamy się co raz bardziej do liczby 2 na osi liczbowej, ale od góry>

Zobaczymy co będzie, gdy zaczniemy nie od znaku równości =
[image: image101.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image102.wmf]= , ale od pierwiastków

w taki sposób:  
[image: image103.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image104.wmf]=


8×5 
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]=

11,962789
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 EMBED Equation.3  [image: image108.wmf]=

14.87812
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 EMBED Equation.3  [image: image110.wmf]=

15.711837
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 EMBED Equation.3  [image: image112.wmf]
1.9909334


=

15.927467


8×5 
[image: image113.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]
1.9977294


=

15.981835
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 EMBED Equation.3  [image: image116.wmf]
1.999432


=

15.995456
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 EMBED Equation.3  [image: image118.wmf]
1.9998579


=

15.998863
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 EMBED Equation.3  [image: image120.wmf]
1.9999644


=

15.999715



[image: image121.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image122.wmf]
1.999991


=

15.999928
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 EMBED Equation.3  [image: image124.wmf]
1.9999977


=

15.999981
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 EMBED Equation.3  [image: image126.wmf]
1.9999993


=

15.999994
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 EMBED Equation.3  [image: image128.wmf]
1.9999997

< widać, że tym razem zbliżamy się do punktu 2 od dołu, czy go osiągniemy?>
2.0 Gdzie jest Pi?   Gdzie jest liczba   π?





0
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  3 
───▪────▪────▪────▪────▪────▪────▪────▪────▪────▪────▪─►

Liczba π  opisuje proporcję długości okręgu o promieniu jeden do jego średnicy.

Gdy średnicę przyjąć za jednostkę, to wtedy długość okręgu jest po prostu równa liczbie π. 
Patrząc na sprawę geometrycznie możemy przyjąć, że liczba π  jest na pewno większa od obwodu każdego regularnego wielokąta wpisanego w koło o średnicy 1 i na pewno mniejsza od obwodu każdego opisanego wielokąta regularnego na takim kole. Na tym rysunku widzimy koło i okrąg o średnicy 1 i dwa kwadraty, jeden wpisany w koło, a drugi opisany.
Gdy w sposób wskazany na rysunku zwiększymy liczbę boków wpisanego kwadratu dwa razy dostaniemy regularny ośmiokąt wpisany w koło i możemy dość łatwo z twierdzenia Pitagorasa obliczyć długość jego boku. Obwód tego ośmiokąta lepiej przybliża długość okręgu niż obwód kwadratu. Jeszcze lepsze przybliżenie długości okręgu da nam obwód szesnastokąta w podobny sposób zbudowany na ośmiokącie, jak ośmiokąt na kwadracie.
[image: image129.jpg]



Długość boku kwadratu jest równa  
a4  = 
[image: image130.wmf]2

1

  czyli  
[image: image131.wmf]2

2

1

.  Jego obwód jest 4 razy taki.  
Długość boku ośmiokąta jest równa 
a8 = 
[image: image132.wmf]2
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 , a jego obwód jest ośmiokrotnie większy.

Obwód szesnastokątna zbudowanego na ośmiokącie jeszcze lepiej przybliża długość okręgu, a jego bok wyraża się podobnym wzorem, 
a16 = 
[image: image133.wmf]2
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 i ogólnie
a2n = 
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Korzystając z tych wyrażeń można obliczyć pierwsze przybliżenia liczby π. 
Na moim kalkulatorze wychodzi, że a16 = 0,1950902, a obwód szesnastokąta wychodzi taki

0,1950902 × 16 =

3.1214432

Za pomocą komputerów obliczono przybliżenia liczby π z dokładnością do kilku miliardów miejsc dziesiętnych po przecinku. Aktualne informacje można znaleźć w internecie. 

Do ćwiczeń w obliczeniach może służyć np. wzór znaleziony przez Viete'a
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i znów te trzy kropki znaczą, że trzeba się domyślić, co będzie dalej.

Inny sposób na przybliżanie liczby π  znalazł Leibniz:

π = 
[image: image136.wmf]÷
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Takie obliczenia wymagają pewnej wprawy i dobrze przemyślanego planu obliczeń. Kto to opanuje, zasługuje na tytuł klasowego mistrza Kalkulatora.
1
15

_1254247103.unknown

_1287750743.unknown

_1287866883.unknown

_1287867927.unknown

_1287868969.unknown

_1287869565.unknown

_1287867699.unknown

_1287866310.unknown

_1287866639.unknown

_1287862441.unknown

_1254247954.unknown

_1254248017.unknown

_1254247160.unknown

_1251645945.unknown

_1253904548.unknown

_1254246917.unknown

_1253645616.unknown

_1253645712.unknown

_1251645627.unknown

